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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit soll eine Einfithrung zur diskreten Kosinustrans-
formation und deren Verwendung in der Bildverarbeitung sein. Nachdem
einleitend mit der diskreten Fouriertransformation begonnen wird, folgt
ein Uberblick iiber die acht diskreten Kosinustransformationen. Die Rolle
der diskreten Kosinustransformation II in der effizienten Komprimierung
von Bildern wird dabei genauer betrachtet. Abschlieflend wird auf den
Ubergang von einem kontinuierlichen zu einem diskreten Signal in Form
des Shannon Sampling Theorems eingegangen.

1 Diskrete Fouriertransformation

Die diskrete Fouriertransformation (DFT) ist fiir die Transformation und Ana-
lyse von Vektoren (diskreten Signalen) ebenso grundlegend wie die Fourierreihe
bei periodischen Funktionen (kontinuierlichen Signalen). Als Motivation sollen
deshalb grundlegende Resultate zu Fourierreihen wiederholt werden.

1.1 Motivation durch Fourierreihen

Sei L > 0, dann betrachten wir im Folgenden den Hilbertraum L4(0, L) der
(beziiglich dem Lebesgue-Maf}) quadratintegrierbaren Funktionen auf (0, L) mit

Skalarprodukt ( u,v ) = %fOL u(t)v(t)dt und induzierter Norm ||u).

2wikt

Satz 1.1. Die Funktionen {ey(t) =e =, k € Z} bilden eine Orthonormalba-
sis von Lo (0, L).

Beweis. in [1]. O
Bemerkung 1.2.

1. Dies ist dquivalent dazu, dass jede Funktion u € Ly(0,L) in eine (in Ly)
konvergente Fourierreihe entwickelt werden kann

u(t) == che%zkt (1)
keZ
mit

]. L 2mikt
Ck:Z/O u(t)e” "L dt

(die Konvergenz der Reihe ist hierbei im quadratischen Mittel bzw. in der
Lo-Norm zu verstehen, d.h. lim, o |[u — > p__, creglla =0)

2. Beziiglich der Konvergenz der Fourierreihe gibt es eine Vielzahl an weite-
ren Resultaten (siehe [3],[G]). Beispielsweise gilt auch gleichmdfige Kon-
vergenz der Reihe in , falls u stetig differenzierbar ist.

3. Da die Fourierreihe L-periodisch ist, geht man oft davon aus, dass u L-
periodisch auf ganz R fortgesetzt ist.



Die Darstellung in kann als Zerlegung der Funktion v in ihre Frequenzen auf-
gefasst werden. Die Funktion cpey(t) ist periodisch mit Frequenz %, Amplitude
leker(t)] = |eg| und (Null-)Phasenwinkel ¢y, = arg(cxer(0)) = arg(cx).

&l

2nikt
cpe L

2wikt

Abbildung 1: komplexe Exponentialfunktion ¢ — cxe™ ¢

Somit gibt der Koeffizient ¢ den Anteil der Frequenz % innerhalb der Funktion
u an und die Fourierreihenentwicklung bildet ein kontinuierliches Signal u(t)
auf ein diskretes Frequenzspektrum {ci}rez ab. Wenn man die Variable ¢ als
Zeit interpretiert, spricht man oft davon, dass die Fourierreihenentwicklung den
kontinuierlichen Zeitbereich, auf einen diskreten Frequenzbereich abbildet.

Allgemein ist es fiir viele Anwendungen in der Praxis, aber auch als mathema-
tisches Hilfsmittel, von Vorteil Funktionen bzw. Signale in ihre Frequenzen zu

zerlegen. Dies kann man folgendermaflen gliedern:

kontinuierliche Frequenzen diskrete Frequenzen
diskretes Fouriertransformation fiir Diskrete Fouriertransf./
Signal zeitdiskrete Signale (DTFT) Kosinustransf. (DFT/DCT)
kontinuierliches Fouriertransformation (FT) Fourierreihe
Signal

Dabei wird in dieser Arbeit auf alle oben genannten Transformationen aufler
der DTFT eingegangen.

1.2 Herleitung der DFT

Wir werden nun nach [3] die diskrete Fouriertransformation als Losung eines
Interpolationsproblems herleiten. Wie bei der Fourierreihe gehen wir dabei von
einer L-periodischen Funktion u aus, von der wir aber nur noch N dquidistante
Funktionswerte y; innerhalb einer Periode kennen:

i L
y]u(‘7N> firj=0,...,N—1
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Abbildung 2: Abtasten der Funktion

Man spricht davon, dass die Funktion bzw. das Signal alle % Zeiteinheiten

abgetastet wurde (oft wird auch der englische Begriff Sampling fiir den Prozess
des Abtastens verwendet). Der Ubergang von einer kontinuierlichen Funktion
zu diskreten Werten wird in Kapitel |3| noch genauer betrachtet.

Ausgehend von diesen N Funktionswerten wollen wir N Fourierkoeffizienten
¢ von u approximieren. Da man zeigen kann, dass die Fourierkoeffizienten fiir

k| — oo gegen 0 streben, versuchen wir ¢ fiir k = —&, ..., & — 1 (oder falls
N ungerade k = —%,...,%) anzundhern. Sei im Folgenden N o0.B.d.A.
gerade. Dann wollen wir die Koeffizienten ¢, des trigonometrischen Polynoms
%71 2mikt
p(t) = g (2)
—%
berechnen, welches u an den Stellen % (j =0,...,N—1) interpoliert. Motiviert

durch die Darstellung in hoffen wir, dass die ¢ eine gute Approximation
der Fourierkoeffizienten darstellen. In Lemma [1.5] werden wir spéter den Fehler
|k — Ck| genauer untersuchen.

Nach Einsetzten der Interpolationsbedingungen erhalten wir

-1 N-1
_ 2mijk . 2mijk L
Y = cke N = g ype N firj=0,...,N—1
k=0

w2

|
|
w[Z

wobei die Periodizitit der komplexen Exponentialfunktion ausgeniitzt wurde

und
N é, k=0,..., 851
yk:{é F N N )
k—N — 9t

um ein vorteilhaftes Summationsintervall zu erhalten. Wir kénnen dies vektori-



siert schreiben als

n 1 1 1
: N | R 27;ijk R 27rij;N—1)
Yyi | =V ||+ U] e~ S/ = Il (4)
2mi(N—1)k 2mi(N—1)(N—1
YN-1 1 P o IR
——— —— A ,
Y vo Vi UN-—1

Lemma 1.3. Die Vektoren {vy, k=0,...,N — 1} sind orthogonal mit Norm
V'N beziiglich des Standartskalarproduktes auf dem CN.

Beweis. Mit der Summenformel fiir die geometrischen Reihe ergibt sich:

N-1 N-1 .
2mijk 2mijl 2mi(k—1) \ J N’ k=1
< Vg, U] > = E e N e TN = E e~ N =
’ 0, sonst
j=0 j=0 ’

O

Durch Anwenden des Skalarproduktes mit v, im zweiten Argument auf ,
erhdlt man leicht die Formel fiir g:

1 nijk

N-1

- 1 Z —2mijh

yk:N<y7vk>:N ,Oyje " k=0,...,N—-1 (5)
=

und damit durch Umbenennung wie in auch die Formel fiir die Koeffizienten
¢y des Interpolationspolynoms. Aufgrund der Linearitéit kann man dies auch in
Matrix-Schreibweise angeben:

~ T

n Y1 Yo Y1
,\' 1 [ 7277]3‘]jk:| ’ 1 :T
= —le . = — v
Z/'k N y y'k N k Yk
N =F
YN-1 YN-1 VN_q YN-1

Sei ¥ := (U1,---,Uk,--->,Yn—1), dann nennt man die Abbildung

Fy:CVN 5V

1
y—y N Y

diskrete Fouriertransformation (DFT).
Da die Vektoren vy, orthogonal mit Norm v/N sind und die Fouriermatrix F
symmetrisch ist, gilt fiir die inverse Matrix F~! = %F (wobei wir F fiir die
komponentenweise Konjugierte schreiben). So ist die inverse diskrete Fourier-
transformation (iDFT) gegeben durch:

FytiCV eV

y—y=F-y



bzw. komponentenweise

N-1
2mijk

vk = (5.0 )= > e ~ k=0,...,N—1

<

Bemerkung 1.4 (Normierung). Die Normierung % ist in vielen Quellen bzw.
Anwendungen verschieden. Oft wird die Transformation unitir gemacht, indem

sowohl iDF'T als auch DFT mit dem Faktor 4/ % multipliziert werden. Alternativ
kann man anstatt der DFT auch die iDFT mit % normieren.

Erstaunlicherweise bekommt man dieselbe Formel fiir die Koeflizienten ¢, wenn
man die Integralformeln fiir die echten Fourierreihenkoeffizienten c; mit der

Trapezformel annihert (siehe [3]). Das niichste Lemma klirt, inwiefern dies eine
gute Approximation darstellt.

Lemma 1.5 (Beziehung zwischen den exakten und den durch die DFT ap-
proximierten Fourierkoeffizienten). Sei u eine L-periodische Funktion mit einer
absolut konvergenten Fourierreihe|[l]

u(t) _ Z ckeQWEkt

kEZ

Z|ck| < 00

keZ

dann gilt

Bk —Ck =Y ChiqN (7)

q#0

wobei ¢ die durch die DFT berechneten (und entsprechend umsortierten) Koef-
fizienten des trigonometrischen Interpolationspolynoms vom Grad N sind.

Beweis. Wegen der Interpolationseigenschaft gilt:

N
(jL) g e
u _— :yj = cke N
N it

Andererseits folgt aus der absoluten Konvergenz der Fourierreihe

N
N1

(jL 2mijk 2mij(k+qN)
U\ — E cxe N o= E E Ck+4gN€ N
N

kEZ

k=—4 qeZ

N
N

2mijk
E E ChtqN | € N

k:_% qEZ

wobei wir zuerst die Terme mit einem fixen Index modulo N summieren und die
Periodizitdt der Exponentialfunktion ausniitzen. Insgesamt folgt durch Koeffi-

zientenvergleich ¢, = 3 qez Ck+aN und damit die Aussage. O

1gilt z.B. fiir u stetig differenzierbar, siche Bemerkung [1.2



Umso schneller die Koeffizienten ¢ gegen Null gehen, umso besser ist also die
Approximation ¢ = ¢, fir % <k< % —1. Aus den Eigenschaften der Fourier-
reihe (je glatter, desto schneller konvergieren die Koeffizienten gegen Null, siche
z.B. [3]) schlielen wir, dass die Giite der Approximation also von der Glattheit
der Funktion u abhéngt.

Auflerdem ist die Summe aus endlich, falls u ein trigonometrisches Polynom

ist, und wir kénnen folgende Bemerkung ableiten.

Bemerkung 1.6. Falls u ein trigonometrisches Polynom vom Grad P ist, d.h.
2mikt

u(t) = Z}f:fp cye L, dann gilt ¢, = cy, falls N > 2P + 1. In Worten: Die

approximierten Fourierkoeffizienten sind exakt, falls die Anzahl der Stiitzstellen

bzw. die Dimension der DFT mehr als doppelt so grof8 wie der Grad ist.

1.3 Eigenschaften der DFT

1. Parseval Identitdt
Seien y, z € C und 7, 2 die jeweiligen Bilder der N-dimensionalen diskre-
ten Fouriertransformation, dann gilt:

(y,2)=N(u,%2)
Daraus folgt unmittelbar fiir z = y:

lyll = VN3]

Beweis. Mit der Darstellung aus () gilt:

N-1 N-1
(y,2) =D Urvr, y_ 201)
k=0 1=0
N-1
=N Urzr = N( Y, 2 )
k=0

2. Periodizitdt
Fiir die folgende Eigenschaft (aber auch allgemein) bietet es sich an, den
Vektor y = (yo, - - .,yn~_1) N-periodisch zu einer Folge in CY fortzusetzen.
Dies entspricht auch der urspriinglichen Definition y, = u (%), da u
Periode L besitzt. Wir legen also fest:
B kLY kL 1) - (k+N)L\
=) =+ 2) = (575) =

Aus der Definition ergibt sich, dass auch die 5 N-periodisch sind.

N-1 N-1

~ 2mik 2mi(kt N) ~

Yk = E yje No= E ye N = Yk+N
j=0 j=0



3. Faltung < Multiplikation
Seien x,y € CN zwei komplexe N-periodische Folgen und 7,2 die jeweili-
gen Bilder der N-dimensionalen diskreten Fouriertransformation im obigen
Sinn. Wir definieren die diskrete, periodische Faltung y * z von y und z
als Folge w € CN mit

N-1

wj = Z Yzj-1, JEZL
=0

und die punktweise Multiplikation y x z als Folge u € CN mit
Uk = Yk 2k, keZ

Dann gilt, dass die DFT die Faltung in eine Multiplikation iiberfithrt und
umgekehrt:

F o~
y*z s Ny x 2

FN_ ~ ~
YX 22— Y%z

Beweis. Aus der Definition folgt

N—-1N-—
_ 2mikj
( E E Yizj—1e N

j=0 1=0

und Vertauschen der Summen ergibt

N-1 N-1 2oy
27r1kl wik(j— o~ o~
(y*2), = Z e Z zj—1€" = NypZ
7=0
Die umgekehrte Relation folgt analog mit der iDFT. O

Interessanterweise gilt ein dhnliches Resultat auch im Fall der Fourier-
transformation und -reihen (siehe [3]).

4. Fast Fourier Transform (FFT)

Die Berithmtheit und weite Verbreitung der diskreten Fouriertransforma-
tion beruht zum groflen Teil auf einem Algorithmus von J.W. Cooley und
J.W. Turkey aus dem Jahr 1965, der die O(N?) Rechenoperationen, welche
man zur naiven Berechnung von § mittels des Matrix-Vektor Produktes in
(6) benstigt, auf O(N log(N)) reduziert. Dieser wird Fast Fourier Trans-
form genannt und verwendet die besondere Gestalt der Fouriermatrix F
um Rechenoperationen einzusparen.

2 Diskrete Kosinustransformation

Waihrend in der Praxis viele Signale reellwertig sind, ist die diskrete Fourier-
transformation eine komplexwertige Transformation und dementsprechend sind
die Bilder eines reellen Signals im Allgemeinen komplex. Die Suche nach einer
reellwertigen diskreten Transformation werden wir wieder mit dem Analogon
der Fourierreihe motivieren.



2.1 Herleitung der DCT 11

Sei eine gerade reelle Funktion auf (—L, L) gegeben, d.h. u(t) = u(—t). Nehmen
wir an die Fourierreihe konvergiere absolut (z.B. u stetig differenzierbar, siehe
Bemerkung , dann bleiben nur die Kosinus-Terme in der Reihenentwicklung
erhalten, da:

L (t)e™ "t dt ’ (—t)e ™" dt
— u(t)e = — u(—t)e

2L J_; 2L J_;,

1 [r wikt

=37 _Lu(t)e Ldt = c_y,

Nachdem bei einer reellen Funktion per Definition ¢, = c_j gilt, folgt ¢ =
c_r € Rund

C =

mikt ikt mikt wkt
cye L +c_pe L =2¢ Re(e L )z?ckcosT

Wenden wir dies auf die jeweiligen Paare in der Fourierreihenentwicklung an,
dann erhalten wir mit ay := 2¢i, k € Z

u(t)=—+ ) apcos— (8)

Analog zur Einfiihrung der diskreten Fouriertransformation wollen wir bei der
diskreten Kosinustransformation nun von einer abgetasteten geraden Funktion
auf (—L,L) ausgehen und als Interpolationspolynom eine Partialsumme der
Reihe in beniitzen. Die Funktion soll an den Zeitpunkten W (J =
0,...,N — 1) abgetastet und interpoliert werden.

v —u ((j +]8.5)L>

Die willkiirlich erscheinende Verschiebung um 0.5 wird spéter motiviert und
Alternativen aufgezeigt.

Wir wollen diesmal (motiviert durch die Darstellung in (8)) die Koeffizienten
ay, des (geraden) trigonometrischen Polynoms

~ N-1

ao - kmt
p(t) = —+ aj cos —
2 prt L
berechnen, welches v an den Stellen W (j =0,...,N — 1) interpoliert.

Dies soll wieder eine Approximation der Fourierkoeflizienten ay liefern.
Nach Einsetzten der Interpolationsbedingungen erhalten wir in Vektordarstel-
lung:

. 0.5km 0.5(N-1)x
Y1 1 COS — cos =S5~
N N . (j£0.5)kr ~ (j40.5)(N—1)r
Yj =5 11 +...+a, cos —x—— | ---Ftan—1 | cos F—F——
Yn-1 1 cos w cog =05 (N-1)m
N
—— S~~~
v wo wi WN-1

9)

10



Und analog zur diskreten Fouriertransformation gilt hier auch das folgende Lem-
ma:

Lemma 2.1. Die Vektoren {wy, k =0,...,N — 1} sind orthogonal beziiglich
des Standartskalarproduktes auf dem RN mit

N, k=1=0
(wk,wl>: %, k:l;«éO
0, k#l

Beweis. Der Fall kK = [ = 0 ist trivial, im Fall & = [ # 0 benottigen wir fol-
gende trigonometrische Identitét, welche sich aus zweimaligem Anwenden und
Summieren der Additionstheoreme ergibt

cos(z +y) + cos(x — y)

cos(x) cos(y) = (10)

2
Damit folgt
+ 0 5)k i+ 0.5)lw
( wg,wy ) Z cos U cos U ~ ) (11)
N-1 ) -1
1 ymoo 1 (j+0.5) (k Drm
=3 cos + 3 Z cos (12)
7=0 7=0

w2

Bei der zweiten Summe ist jeder Summand 1 wegen k£ = [ und fiir die erste
Summe verwenden wir eine dhnliche Identitat wie zuvor:
sin(j + 1)z — sin jz

2

cos(j + 0.5)x Sillg =

Diese kann man fiir ¢ ¢ 27Z umformen zu

(7t D — sin
cos(j + 0.5)z — sin(j + 1)z — sin jz (13)

in &
2sm2

Setze © = % und wir erhalten aus (beachte, dass 0 < (’Hl) < 2m)

N-1 . ,. .
sin(j + 1)x — sin jx
(wnyw ) = 5 3 G+1)

; 4sin

§=0 2
N sin(k+1)mr —sin0 N
2 4sin £ 2

2

da in der Teleskopsumme nur das erste und letzte Glied, welche beide Null sind,
iibrig bleiben. Im Fall k& # [ gehen wir analog vor, nur dass diesmal die zweite
Summe in (12) nicht mehr % ergibt. Es kann in diesem Fall aber auch die
Identitét erwendet werden, womit jene Summe ebenfalls Null betrigt. [

Somit erhilt man wieder leicht die Formel fiir ay:

2 +05)k:
i = 3 (ywp ) = Zyjcos

11



wobei die Formel fiir @y trotz anderer Norm von wq auch gilt, da wir den Ko-

effizienten als “70 definiert hatten. Sei @ := (ao,...,ak,...,an—1), dann nennt

man die Abbildung
Dy :RY — RV
y—=a
diskrete Kosinustransformation II (DCT II). Es gilt ein zu Lemma [1.5| analoges
Resultat iiber die Giite der Approximation der exakten Fourierkoeffizienten und

analoge Eigenschaften wie in Abschnitt (siehe [5]). Zusammenfassend wurde
Folgendes gezeigt:

1. Das gerade trigonometrische Polynom p(t) = %0 + Zg;ll aj cos % erfiillt
p(w) = y; fiir reelle y; (j = 0,...,N — 1) genau dann, wenn
= 25Ny cos UEODET (4 . Gy, sind Bilder der DCT II)

2. Die ap beschreiben somit die Frequenzen des diskreten Eingangssignals
{y;» 7=0,...,N—1}:

0 ~ mt ~ kmt
p(t) = 5 + ay cos —i—...—&—akcosT—i—...
~—~
konstanter Term  Grundschwingung Oberschwingungen

Frequenz: 0 1

Frequenz: + Frequenz:

L

Man spricht bei den {ax, kK =0,..., N — 1} vom Frequenzspektrum des
Eingangssignals.

3. Die aj kann man mathematisch auch als Koordinaten von y beziiglich der
orthogonalen Basis {wy, ..., wy_1} auffassen (vgl. mit @D) Wenn man die
Vektoren in Graustufen darstellt wie in Abbildung[3] erkennt man erneut,
dass die Koeflizienten den Frequenzanteil im Vektor y widerspiegeln.

wo WL Wy w5 ws Wy

Abbildung 3: Darstellung der Basisvektoren der DCT fiir N = 8

12



4. In Matrixschreibweise erhalten wir:

ay Y1
a: _2 [  GH05kT) :
TN N |
N =D
AN -1 YN-1
Yo Y1
2
=% Vg Yk
N
VN1 YN-1

wobei wie bei der DFT die Basiswechselmatrix D oft auch mit anderen
Normierungen versehen wird. Die passende Normierung, um die Transfor-

mation bzw. Matrix orthogonal zu machen, ist 4/ ﬁ fiir die erste Zeile und
,/% fiir die {ibrigen Zeilen (siche Lemma .

2.2 Ubersicht weiterer Kosinustransformationen

Wie der Name Kosinustransformation II und die Verschiebung der Abtaststel-
len um 0.5 schon nahelegen, gibt es noch weitere Kosinustransformationen. Fiir
die Herleitung wird nun neben der trigonometrischen Interpolation eine weitere
Methode nach [7] vorgestellt, bei der alle Versionen der diskreten Kosinustrans-
formation auf natiirliche Weise auftreten.

Betrachten wir diese Methode vorerst anhand der diskreten Fouriertransfor-
mation: Wir gehen wieder von der Fourierreihe aus und beobachten, dass die
Basisfunktionen bei der Fourierreihenentwicklung ey (£) = e %" alle Eigenfunk-
tion des Operators 2 : u +— —u” sind. Wenn wir diesen Operator diskretisieren,
werden wir sehen, dass die zugehorigen Eigenvektoren genau die Basisvekto-
ren der DFT sind. Fiir die Diskretisierung der zweiten Ableitung ben6tigen wir
folgendes Lemma:

Lemma 2.2 (Zweite Differenzen). Sei u € C*(R), d.h. viermal stetig differen-
zierbar. Dann gilt:

u(t+h) — 2u(t) + u(t — h) " h? ..
" —w)] < (1)

Dies bedeutet also, dass wir die zweite Ableitung an einer Stelle ¢ durch die
Funktionswerte an den Stellen ¢ —h, ¢ und ¢+ h bis auf O(h?) abschétzen kénnen.

Beweis. Zweimalige Auswertung der Taylorreihenentwicklung mit Restgliedabschétzung

ergibt:

1 1 1

u(t + h) = u(t) +u'(t)h + 5u”(t)h? + 6u“)(t)h3 + ﬂu“) (e1)h*
1 1 1

u(t —h) = u(t) —u (t)h + §u"(t)h2 - éu(g)(t)h3 + ﬂu(‘l) (e2)h*

13



mit £1,62 € [t — h,t + h]. Summieren und Abschétzen der vierten Ableitung
ergibt

h4
lu(t 4+ h) — 2u(t) +u(t — h) — " (t)h?| = ﬁ[u@l) (1) + u™® (g5)]
4
<
12

O

Nehmen wir nun wieder an, dass die L-periodische Funktion v € C*(R) an
dquidistanten Stellen t; (j = 1,...,N — 1) im Abstand h diskretisiert bzw.
abgetastet wurde, wobei die Stiitzwerte den Vektor y = (yo,. .., Yk,.-.,Yn—-1) €
RY bilden. Die Diskretisierung des Operators 2, d.h. Au(t;) ~ (A - y);, ergibt
folgende zweite Differenzen Matrix

ai1 a2 0 ai,N
-1 2 —1
-1 2 -1
A= )
-1 2 —1
an1 0 annN-1 an,N

Die Zeilen 2 bis N — 1 ergeben sich mithilfe des Lemmas aus folgender Uberle-
gung

Au(ty) = —u"(t5) 75 (~ult; — ) + 2ulty) — ult; +h)

1 1
= ﬁ(_yj—l + 2y — yj+1) = ﬁ(A “Y)j
wobei wir den Faktor h—lg vernachléssigen, da wir nur an den Eigenvektoren
interessiert sind.

Bei den Zeilen 1 und N wiirden fiir die obige Uberlegung die Werte y_; und yx
benotigt werden. Die Randbedingung ergibt sich aus der Periodizitét, welche
unsere Funktion u erfiillen soll.

Yo Yo
yv1® e yna®
hd | e |

0 L

Somit muss y_1 = yy_1 und yy = yo gelten und wir erhalten folgende Matrix:

2 -1 0 -1

14



Nun koénnen wir zeigen, dass die Basisvektoren v, der DFT tatséchlich Eigen-
vektoren der Matrix A sind:

2mi(j—1)k 2mijk 2mi(j+1)k
(A-vg)j=—e N 42 N —e ~
_ 2mik 2mik 2mijk 2rk
:(2—6 N —eN)e N :(Q—QCOS—N )(vk)

Damit erhalten wir automatisch auch einen neuen Orthogonalitétsbeweis (zu
Lemma , da die Matrix A symmetrisch ist und somit die N unabhéngigen
Eigenvektoren orthogonal sein miissen.

Analog gehen wir fiir die diskrete Kosinustransformation vor. Der Operator
2 bleibt gleich, nur verlangen wir diesmal als Randbedingung die Neumann-
Bedingung «/(0) = 0, um nur Kosinusfunktionen als Eigenfunktionen zu er-
halterﬂ Am anderen Rand ¢t = L kénnen wir wieder die Neumann-Bedingung
u'(L) = 0 oder die Dirichlet-Bedingung «(L) = 0 fordern. Steigung Null fiithrt
zu den Eigenfunktionen wuy (t) = cos kt, withrend der Funktionswert Null die Ei-
genfunktionen uy(t) = cos(k + 1)t ergibt.

Bei der Diskretisierung bleiben also die Zeilen 2 bis N — 1 der Matrix A gleich
und bei der ersten und letzten Zeile ergibt sich y_; bzw. yy aus der jeweili-
gen Randbedingung. In der ersten Zeile haben wir zwei Moglichkeiten fiir die
Diskretisierung der Neumann-Bedingung «'(0) =0 :

1. 0 ist an einem Unterteilungspunkt = y_1 = 11

ylyooyl
[ ] [ ]

Y2
| [ J
0
2. 0 ist Mittelpunkt zwischen zwei Unterteilungspunkten = y_; = yo
y.o y.o Y2
: I
0

Fiir die letzte Zeile kann man analog die Neumann-Bedingung (L) = 0 dis-
kretisieren oder bei der Dirichlet-Bedingung diesselbe Uberlegung anstellen:

1. L ist an einem Unterteilungspunkt = yny = 0
Yn-1
yn =0
L

2. L ist Mittelpunkt zwischen zwei Unterteilungspunkten = yy = —yn—_1
YnN-1
[

—}—
L o
—YN-1

Insgesamt ergeben sich somit 8 Moglichkeiten fiir die erste und letzte Zeile der
Matrix A:

2Wenn wir u(0) = 0 verlangen, erhalten wir die diskreten Sinustransformationen, welche
aber in den Anwendungen weniger Verwendung finden.
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Y-1=Y1 Y-1 =1%o
YN = YN—-2 DCT I DCT VI
2 =2 0 1 -1 0
-1 2 -1 -1 2 -1
-1 2 -1 -1 2 -1
0o -2 2 0o -2 2
YN = YN—1 DCT V DCT II
2 =2 0 1 -1 0
-1 2 -1 -1 2 -1
-1 2 -1 -1 2 -1
0O -1 1 0 -1 1
yn =0 DCT III DCT VIII
2 -2 0 1 -1 0
-1 2 -1 -1 2 -1
-1 2 -1 -1 2 -1
0o -1 2 0o -1 2
YN = —YN-1 DCT VII DCT IV
2 -2 0 1 -1 0
-1 2 -1 -1 2 -1
-1 2 -1 -1 2 -1
0o -1 3 0o -1 3

Die Eigenvektoren dieser Matrizen sind (bis auf Skalierung) die Basisvekto-
ren der 8 diskreten Kosinustransformationen. Die j-te Komponente des k-ten
Basisvektors wy, und die zugehorige Skalierungsmatrix S ist:

DCT-1:  cosjky=—
DCT-2:  cos(j + 3)k%
DCT-3: cosj(k+ 3)%&
DCT-4:  cos(j +
DCT-5: cosjkNL_%
DCT-6:  cos(j + 3)k
DCT-7:  cosj(k + %
DCT-8:

Dk+3)%

(S = diag(v/2,1, ...

(S = diag(v/2,1,.
(S=1d)

T+ (S =diag(1

cos(j+ 2)(k+ 1)~ (S=

- 1V2))

(S = diag(v/2,1,...,1))
(S =1d)

1))
o 1,4/2))

u (S = diag(v/2,1,...,1))

1d)

wobei S so gewihlt ist, dass die Matrix S~!AS symmetrisch wird. Die skalierten
Vektoren S~1w,, sind dann Eigenvektoren der symmetrischen Matrix S—tAS

A wp = Mwg = (S7TAS) - (S7Mwk) = A (ST wg)

16



Damit sind die skalierten Vektoren orthogonal und bilden jeweils die Basis fiir
die acht orthogonalen Kosinustransformationen. Jedoch sind die Kosinustrans-
formationen I-IV, welche auf beiden Réndern diesselbe Diskretisierung besitzen
(beide an Unterteilungspunkten oder Mittelpunkten), die wesentlichen Trans-
formationen im Bereich der Datenkompression. Wir miissen noch iiberpriifen,
dass die oben angegebenen Vektoren wy tatséchlich Eigenvektoren der jeweili-
gen Matrix A sind. Wir werden dies exemplarisch anhand der DCT II vorfiihren,
um einen alternativen Orthogonalitéitsbeweis zu Lemma 2.1|zu erhalten. Fiir die
Zeilen j = 2,...,N — 1 gilt mit z = k%

1 1 3
(A-wg); = —cos(j — E)x + 2cos(j + §)x —cos(j + 5)z
= (2—2cosz)cos(j + %)x = (2 —2cosx)(wg),

wobei wieder die Identitat aus verwendet wurde. Betrachten wir noch die
Zeile j = 1:

1 3 1 1 3
(A-wg) = cos g% s ST = 2 cos 5%~ (cos 5% + cos 596)

1 1 1
= 2cos 2%~ (cos(1 — 5)37 + cos(1 + 5)35)

— 2cos a2 L — (2 - 2c082) cos
= 2008 5 — 2€08T €08 5T = cos ) cos S
= (2 —2cosx)(wg)1

Fiir die N-te Zeile und die anderen Transformationen kann man die Beweise
analog fiihren. Betrachten wir nun ein Beispiel fiir die Anwendung der DCT in
der Datenkompression.

2.3 DCT II in der Bildverarbeitung

Im Folgenden wird nach [8] eine Methode vorgestellt, die es erlaubt den Speicher-
bedarf von Bildern auf einen Bruchteil zu reduzieren ohne einen groflen sicht-
baren Qualitdtsverlust einbiiflen zu miissen. Die Methode stellt einen wichtigen
Teil des Bildformates JPEG dar und beruht auf der diskreten Kosinustrans-
formation II. Unsere Abtastwerte sind in diesem Fall die Intensitéit der Pixel
eines Bildes, d.h. zugrunde liegt ein zweidimensionales Signal. Als Beispiel ge-
hen wir von einem 512 x 512 Pixel Graustufenbild (Abbildung aus, wobei die
Intensitét (der Grauwert) jedes Pixel in {0,...,255} liegt. In Bindrdarstellung
werden dafiir 8 Stellen bzw. Bits verwendet, d.h. man benétigt ein Byte pro
Pixel Speicherplatz.
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Abbildung 4: Beispielbild

Ausgangsbild Kodierung,

komprimierte

Bilddaten

Dekodierung
R d

rekonstruiertes
Bild

Abbildung 5: Ubersicht Bildkomprimierung

2.3.1 Kodierung

Die Kodierung transformiert unser Bild in ein speichersparendes Format. Zuerst
wird das Bild in (sich nicht iiberlappende, anneinander liegende) 8 x 8-Blocke Y
aufgeteilt. Zwei Bemerkungen, auf die im Folgenden nicht genauer eingegangen
wird: Falls die Pixelanzahl nicht durch 8 teilbar ist, kdnnen beispielsweise Nul-
len am Rand eingefiigt werden. Bei Farbbildern kénnen die jeweiligen Schritte
mit den einzelnen Farbkanélen durchgefithrt und die Kan#le am Schluss wie-
der zusammengefiigt werden. Wir werden die folgenden Schritte anhand eines

8 x 8-Block im Bereich der Augen (Abbildung @ genauer betrachten.
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60
53
50
53
48

| 48
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70
52
51
53
53
48
53
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52
51
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55
47

74
64
56
51
58
55
47
43

75
64
54
52
51
51
51
54

73
67
57
52
47
53
48
49

67]
62
53
49
50
45
46

50|

Abbildung 6: Beispiel 8 x 8-Block

Anschliefend wenden wir auf jeden dieser 8 x 8-Blocke die diskrete Kosinustrans-
formation zeilen- und spaltenweise an. Genauer bilden wir die Matrix D der DCT
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fir N = 8 (mit der Normierung, fiir die D orthogonal wird)

D= [T(;@ cos M]
8 k,j=0,...7
% k=0
wobei die Normierung 7(k) =
% sonst

Den transformierten Block Y erhalten wir nun durch Multiplikation des ur-
spriinglichen Blocks Y von links mit D (spaltenweises Anwenden der DCT) und
von rechts mit DT (zeilenweises Anwenden der DCT)

Y=D.Y-DT

Man kann dies auch dquivalent als Transformation von R3*8 — R8*® (zweidi-
mensionale DCT) sehen, wobei die 8 x 8 Basismatrizen Wy, (vgl. mit wy in (9))
folgende Gestalt haben:

Wkl = T(k)’l'(l) W - wlT

Das heifit unser 8 x 8-Block Y wird in diesen 6§ Basismatrizen Wy, dargestellt
und die Koeffizienten fassen wir in der Matrix Y zusammen.
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Abbildung 7: Basismatrizen und Koeffizienten des Beispielblocks

In Abbildung [7] sind die 64 Basismatrizen nicht durch Zahlen, sondern durch
Graustufen dargestellt, um die Interpretation der Koeffizienten als Frequenzan-
teile zu motivieren. Somit spiegeln die Basismatrizen nach rechts gehend stei-
gende horizontale und nach unten gehen steigende vertikale Frequenzen im Aus-
gangsbild wider.
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Die Zahlen dariiber sind die Koeffizienten ¥ des Beispielblocks. Man erkennt ex-
emplarisch an diesen Koeffizienten, dass die Hauptinformation des Bildauschnit-
tes in den niedrigen Frequenzen oben links gespeichert ist. Die hohen Frequenzen
unten rechts treten nur mit vergleichsweise sehr kleinen Koeffizienten auf und
wiirden harten Kanten im Bildausschnitt entsprechen.

Im folgenden Schritt der Quantisierung versucht man das Bild zu komprimieren,
indem man die DCT Koeffizienten nur noch mit der nétigen Prézision speichert.
Das Ziel ist es lediglich die fiir die jeweilige Anwendung notwendige Bildinfor-
mation zu speichern. Es ist eine hochgradig nicht injektive Operation und die
Hauptquelle des Datenverlusts. Ohne diesen Schritt kénnte man mit der inversen
diskreten Kosinustransformation II das originale Bild (bis auf Rundungsfehler)
wiederherstellen.

Als Hilfsmittel dient dabei eine 8 x 8-Quantisierungsmatrix @), deren Werte ent-
sprechend der Art des Bildes und den Anspriichen an die Komprimierung aus
{0,...,255} gewiihlt werden kénnen. Wir werden als Beispiel die in Abbildung
dargestellte Quantisierungsmatrix beniitzen, welche von der JPEG-Norm em-
pirisch ermittelt und empfohlen wurde.

[16 11 10 16 24 40 51 61]
12 12 14 19 26 58 60 55
14 13 16 24 40 57 69 56

|14 17 22 29 51 87 80 62

Q= 18 22 37 56 68 109 103 77

24 35 55 64 81 104 113 92

49 64 78 87 103 121 120 101

172 92 95 98 112 100 103 99 |

Abbildung 8: Quantisierungsmatrix

Man kann jedoch auch die Matrix vervielfachen, um gréfiere Kompression (aber
auch hohere Qualitétsverluste) zu erreichen. Die Koeffizienten des transformier-
ten Blocks (die Frequenzanteile im Bild) Y werden nun punktweise durch die
Eintrége in der Quantisierungsmatrix dividiert und auf die néchste ganze Zahl
gerundet:

~

~ Y, o
Yi?round< J) firi,7=0,...,7

ij

Durch das Dividieren und Runden verkleinert sich der Wertebereich umso mehr,
je groBer der Eintrag in der Quantisierungsmatrix ist, wodurch eine grofiere
Spanne an Koeffizienten auf dieselben Werte geédndert wird. Da die Quanti-
sierungsmatrix unten rechts die grofiten Werte enthélt, wird somit den hohen
Frequenzen weniger Bedeutung zugeordnet. In den meisten Féllen sind die ho-
hen Frequenzen nur mit kleinen Koeffizienten vertreten und werden auf Null
gerundet. Als Ergebnis der Kodierung sieht man in Abbildung [9] den quanti-
sierten Beispielblock. Alle quantisierten Blocke wieder aneinander gesetzt, kann
man in Abbildung|10|die Eintréige ungleich Null (nur noch ca. 11%) in Blau er-
kennen. Man sieht hier wieder, dass die meisten Blécke nur oben links (niedrige
Frequenzen) noch Eintrége ungleich Null besitzen, aufler an den harten Kanten
des Bildes.
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Abbildung 9: quantisierter Beispielblock
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Abbildung 10: Eintrége ungleich Null

Durch die Vielzahl an Nullen bzw. gleichen Werten kann die Bildinformation
unter Beniitzung eines geeigneten Algorithmus (z.B. Zick-Zack Umsortierung
und Huffman-Coding, siehe [8]) nun effizient gespeichert werden. Insgesamt kann
man ungefihr davon ausgehen, dass der Anteil an Nullen auch der Einsparung
an Speicherplatz entspricht.

2.3.2 Dekodierung

Im Folgenden soll das Bild aus dem speichersparende Format (bis auf Qua-
litdtsverluste) rekonstruiert werden. Zuerst wird, bis auf die durch das Runden
verloren gegangene Information, die Quantisierung in jedem 8 x 8-Block wieder
riickgingig gemacht, d.h. die Werte ungefihr auf den urspriinglichen Wertebe-
reich gebracht: R

Zij =Y3Qy firij=0,....7

AnschlieBend wir die inverse diskrete Kosinustransformation angewendet (be-
achte, dass aufgrund der Orthogonalitit D! = DT gilt)

Z=D".Z.D
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und fiir die Anzeige als Bild werden die Werte der Blocke abschlielend noch auf
den Wertebereich {0,...,255} gerundet.
Anhand unseres Beispielblocks sehen wir in Abbildung [T1] dass wir nur noch 11
von 64 Eintrdgen speichern miissen, um am Ende fast diesselben Werte rekon-

struieren zu koénnen.
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Abbildung 11: Ubersicht anhand des Beispielblocks
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In Abbildung[I2 kann man (in Vergrofierung) das Originalbild mit dem wieder-
hergestellten Bilden unter Verwendung verschiedener Vielfacher der Quantisie-
rungsmatrix vergleichen (oben rechts die von uns verwendete).

Abbildung 12: Vergleich Originalbild und decodiertes Bild

Bei unserer Quantisierungsmatrix (89% Nullen) erkennt man fast noch keine
Artefakte, bei 93% Nullen sind die Kanten schon leicht verschwommen (man

sieht stufige Ubergiinge) und bei 96% erkennt man deutliche Blockbildungen.
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3 Shannon Sampling Theorem

In Kapitel |If wurde bereits auf das Abtasten (Sampling) eines Signals eingegan-
gen. Im Folgenden soll gezeigt werden, dass bei geniigend grofier Abtastfrequenz
ein Signal u(t) € La(R)/L1(R), das nur beschrinkte Frequenzen enthélt, wieder
aus den Samplingwerten rekonstruiert werden kann. Dafiir dient die Fourier-
transformation als Hilfsmittel.

3.1 Grundlagen der Fouriertransformation

Die folgenden Séatze werden weitgehend ohne Beweis vorgestellt. Sie sind jedoch
Standartresultate aus der Fourier Analysis und kénnen beispielsweise in [2] [3] 6]
nachgelesen werden.

Definition 3.1 (L;-Fouriertransformation). Sei u € Li(R), dann definieren
wir die Fouriertransformierte

(e) = / u(t)e g Ve eR
R
Auflerdem definieren wir die inverse Fouriertransformierte
Q) =a(-9 = [uema e R
R

Die Definition ist fiir alle £ € R wohldefiniert, da v € L;(R) und somit

/|u(t)e_2”t5|dt: / lu(t)|dt < oo
R R

Satz 3.2 (Eigenschaften der L;-Fouriertransformation). Sei u € Li(R).
1. (Riemann-Lebesgue) Es gilt © € Loo(R) gleichmdfig stetig.

2. (Lyi-Inversionsformel) Falls auch die Fouriertransformierte @ in Li(R)
liegt, gilt:
u) =a(0)" = [ a©e e (15)
R
fiir alle t mit u(t) stetig.

Bemerkung 3.3.

1. Die Darstellung in motiviert die folgende Interpretation: Der Funk-
tionswert der Fouriertransformierten u an der Stelle £ gibt den Anteil der
Frequenz € in der Funktion u an.

2. Die Fouriertransformierte von u € L1(R) liegt im Allgemeinen nicht wie-
der in L1(R), wie das folgende Beispiel zeigt

Beispiel 3.4. Sei a > 0. Betrachten wir die Rechtecksfunktion rectq(t) =
X[—2,2)(t) € L1(R), dann gilt:

2

ecta(©) = [ xi

emiag _ g—miag sin ma& .
= = = asincal

2mi€ €

a

(£ et = / i

—a
2

(V1)
[NIS)

s

o= 2Tt gy — _e—zm‘tg ?
2miE | _

NS
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wobei die Sinus Cardinalis Funktion (sinc-Funktion) definiert ist als

sin w€
Siné-::{‘nf? 57&0

1, £E=0

1 rectq(t) a

a - sinc(a&)

A~/

Ja
VAV

Abbildung 13: Rechtecksfunktion und Sinc-Funktion

[\G]S]

Die sinc-Funktion ist nach L’Hospital stetig

. sinm¢ . mcosTE
lim = lim =
e—0 T £—0 T

1

aber nicht in L1 (R), da

nm : 1 nm 2
/ |S1n£|d§> — |siné|de = — fiirn € Nt
( nm

n-yr €] T Jn—1)n

Somit gilt aufgrund der harmonischen Reihe als Minorante bereits

/ | sinc &|d§ = oo
R+

Die Definition ist fiir Funktionen v € L2(R) nicht mehr wohldefiniert, des-
halb werden wir die Fouriertransformation mithilfe des folgenden Satzes auf
Lo-Funktionen ausdehnen.

Satz 3.5 (Plancherel). Firu € Li1(R) N Ly(R), gilt:
1. u e Ly(R)
2. Naullz = llull2

Damit kénnen wir die Fouriertransformation fiir Lo-Funktionen folgenderma-
Ben fortsetzen: Betrachte fiir eine Funktion u € Ly(R) die Funktionen w,, =
X[=nnt € L1(R) N Ly(R). Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz
gilt, dass w, eine Cauchy-Folge in Ls(R) bildet. Daraus folgt mit Plancherel,
[Ty = T || = [Jttn =t ||, dass @, () = [, u(t)e 2™*¢dt auch eine Cauchy-Folge
in Ly(R) bildet und aufgrund der Vollstandigkeit konvergiert. Dies rechtfertigt
folgende Definition:
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Definition 3.6 (Ly-Fouriertransformation). Sei u(t) € L2(R), dann definieren
wir die Fouriertransformierte

n

u(§) == lim u(t)e 2™ dt € Ly(R)
n—oo J_

(wobei der Limes in Lo gemeint ist und aufgrund vorhergehender Uberlegung
wohldefiniert ist.)

Satz 3.7 (Eigenschaften der Lo-Fouriertransformation). Sei u € La(R).

1. (Eindeutigkeit) Fiir u € L1(R)NLy(R) stimmen die Fouriertransformier-
ten diberein. (Dies rechtfertigt im Nachhinein die Verwendung der gleichem
Notation)

2. (La-Inversionsformel) Es gilt

= (@)

u

wobei nach Definition die inverse Lo-Fouriertransformation u" (t) =
u(—t) fir u € Ly(R) Sinn macht.

3. (Paley-Wiener) Wir werden nur von folgender Teilaussage des Theorems
von Paley-Wiener Gebrauch machen:
Falls u kompakten Triger besitzt, gibt es einen stetigen Reprdsentanten in
der Aquivalenzklasse von u.

Mit dieser Vorarbeit kénnen wir das Shannon Sampling Theorem beweisen.

3.2 Theorem und Beweis

Hierbei gehen wir von einer bandbeschrinkten Funktion u(t) € La(R) aus, d.h.
die Fouriertransformierte besitzt kompakten Triger supp(u) C [—A, A]. Da nach
Definition[3.6]@ € Lo(R) gilt, ist der Tréiger nur bis auf eine Nullmenge bestimmt
und dementsprechend ist die Inklusion gemeint. Geméf der Interpretation in Be-
merkung (3.3 (i) kann man davon sprechen, dass die Funktion u nur Frequenzen
zwischen —A und X enthélt. Wenn diese Funktion nun mit einer Frequenz w > 2\
abgetastet wird (anders gesagt die Zeit zwischen zwei Abtaststellen muss klei-
ner gleich 35 sein), dann kann die Funktion u aus den Abtastwerten {u (%)}kez
rekonstruiert werden.

Satz 3.8 (Shannon-Sampling-Theorem). Sei u € Lo(R) bandbeschrinkt mit
supp(@) C [\, A] und w > 2, dann gilt:

u(t) =2 Zu(f}) sinc(wt — k)

kEZ

Beweis. Definiere g := x(_v «)u € L2(—%, %), da per Deﬁnition u € La(R)
gilt. Nach Bemerkung [I| kénnen wir also ¢ in eine (in Ls) konvergente Fourier-

reihe entwickeln
L 2mikt

g(t) == cpe (16)
keZ
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mit

1[5 1[5 rikt
cp = —/ g(t)e 55 dt = —/ ﬂ(t)e_%dt (17)

3
1 [ 2mikt 1 k
=_ u(t)e” "o dt=—u|—— 18

Hier wurde die Definition von g, der Trager von u und in der letzten Gleichheit
die Inversionsformeln und die Eindeutigkeit der Fouriertransformation beniitzt.
Beachte, dass wegen des kompakten Tréigers & € La(R) N Ly (R) und man hier
immer den aufgrund von Paley-Wiener vorhandenen stetigen Représentanten
aus der Aquivalenzklasse u wiihlt.

u e LQ(R) u € LQ(R) N Ll(R>

Abbildung 14: Illustration zum Beweis

Da g mit u auf dessen Triiger iibereinstimmt, haben wir nun mithilfe von ((16)
und (|18)) die Fouriertransformierte von u mithilfe der Abtastwerte rekonstruiert.
Nun miissen wir nur noch die inverse Fouriertransformation anwenden:

ult) 2= (a(t)” = / £)e2mict g — / GGG

/ 3 e P g

B keZ

Nach Fubini, angewandt auf das Integral und die Summe (betrachtet als Integral
iiber das diskrete Ma$), diirfen wir jene beiden vertauschen, da u € L (R) ist:

L2 Z / Cke27r:'}k€ 27”’£td€ Z / l ( )62ﬂi§(£+t)d§
_ w W

keZ kezZ
([’ () e

keZ

71; ( ) W%ZZU<5> sinc(wt — k)

=3
2
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Bemerkung 3.9.

1. Mit ein wenig mehr Aufwand lisst sich auch die gleichmdfige Konvergenz
der Reihe gegen die Funktion zeigen, siehe [])].

2. Das Shannon-Sampling-Theorem gilt auch fiir bandbeschrinkte Ly (R)-Funktionen,
da diese automatisch auch in Lo(R) liegen missen: Angenommen u €
Ly (R) banbeschrinkt, dann gilt nach Riemann-Lebesque u stetig und
beschrinkt. Da supp(u) kompakt ist, konnen wir u € L1 (R)N La(R) schlie-
Ben. Aus Plancherel[3.7 folgt |lullz = ||d|2 < 0o und damit u € Ly(R).
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